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 ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íà Ω, ñ êîýôôèöèåíòàìè aij ∈ C1,µ(Ω),
aij(x) = aji(x) íà Ω (1 ≤ i, j ≤ m), a0 ∈ C0,µ(Ω), a0(x) ≥ 0 íà Ω. Âñþäó â äèññåðòàöèè λ1
íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u|∂Ω = 0.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îòíîñßòñß ê ïðîáëåìå ñóùåñòâîâàíèß ñèëüíûõ è ïîëóïðà-
âèëüíûõ ðåøåíèé ñëåäóþùèõ ðåçîíàíñíûõ çàäà÷:
1. Çàäà÷à Äèðèõëå
Au(x)− f(x, u) = h(x), x ∈ Ω (0.2)
u|∂Ω = 0, (0.3)
ãäå h ∈ Lq(Ω), q > m, íåëèíåéíîñòü f èìååò âèä:
f(x, ξ) = λ1ξ − g(x, ξ) ∀ x ∈ Ω, ∀ ξ ∈ R. Ôóíêöèß g óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèßì:
(g1) g : Ω × R → R áîðåëåâà (mod 0)1, ò.å. ñóùåñòâóåò áîðåëåâà ôóíêöèß g˜ : Ω × R → R,
êîòîðàß îòëè÷àåòñß îò g ëèøü íà ïîäìíîæåñòâå l ⊂ Ω× R, ïðîåêöèß êîòîðîãî íà Ω èìååò
ìåðó íóëü;
(g2) äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ôóíêöèß g(x, ·) ìîæåò èìåòü íà R ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà,
g(x, ξ) ∈ [g−(x, ξ), g+(x, ξ)] ∀ξ ∈ R, ãäå
g−(x, ξ) = lim inf
η→ξ
g(x, η), g+(x, ξ) = lim sup
η→ξ
g(x, η);
(g3) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòà C1 > 0 è ôóíêöèß C2 ∈ Lq(Ω) (q > m) òàêèå, ÷òî |g(x, ξ)| ≤ C1|ξ|+
C2(x) ∀ ξ ∈ R è ï. â. x ∈ Ω.
Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (0.2)(0.3) íàçûâàåòñß ôóíêöèß
u ∈W2q(Ω)∩
◦
W1q (Ω), óäîâëåòâîðßþùàß äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω óðàâíåíèþ (0.2). Ñèëüíîå ðåøå-
íèå u çàäà÷è (0.2)(0.3) íàçûâàþò ïîëóïðàâèëüíûì, åñëè äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω çíà÷åíèß u(x)
ßâëßåòñß òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè ñå÷åíèß f(x, ·).
2. Çàäà÷à î âàðèàöèîííîì íåðàâåíñòâå. Ïóñòü ìíîæåñòâî K çàäàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
K = {v ∈
◦
W12 (Ω) | v(x) ≥ ψ(x) ïî÷òè âñþäó íà Ω},












p(x, u)(v − u)(x)dx ≥ 0, (0.4)
1Êðàñíîñåëüñêèé Ì.À., Ïîêðîâñêèé À.Â. Ñèñòåìû ñ ãèñòåðåçèñîì  Ì.: Íàóêà, 1983. 272ñ.
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ãäå aij(x) (1 ≤ i, j ≤ m) è a0(x)  êîýôôèöèåíòû ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà A, çàäàâàåìîãî ðàâåíñòâîì (0.1); íåëèíåéíîñòü p(x, ξ) óäîâëåòâîðßåò ñëåäóþùèì
óñëîâèßì:
(p1) p : D → R  áîðåëåâà (mod 0), ãäå D = {(x, ξ) ∈ Ω× R | ξ ≥ ψ(x)};
(p2) äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω ôóíêöèß p(x, ξ) ìîæåò èìåòü íà [ψ(x),+∞) ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî
ðîäà, íåïðåðûâíà ïðè ξ = ψ(x) è
p(x, ξ) ∈ [p−(x, ξ), p+(x, ξ)] ∀ξ ∈ [ψ(x),+∞),
ãäå p−(x, ξ) = lim inf
η→ξ
p(x, η), p+(x, ξ) = lim sup
η→ξ
p(x, η);
(p3) ∃ C ∈ Lq(Ω) (q > m) òàêàß, ÷òî |p(x, ξ)| ≤ C(x) äëß ï. â. x ∈ Ω è ∀ ξ ∈ [ψ(x),+∞).
Ôóíêöèß u ∈ K, óäîâëåòâîðßþùàß (0.4) ïðè ëþáîì v ∈ K íàçûâàåòñß ñèëüíûì ðåøåíèåì
(0.4).
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåòñß áîëüøîé èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ êðà-
åâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè. Ýòî ïðîäèêòîâàíî ïîòðåáíîñòßìè ãèäðîäèíàìèêè,
òåïëîôèçèêè è äðóãèõ íàóê, ãäå ïîßâèëñß ðßä ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîòî-
ðûõ ñîäåðæàò ðàçðûâíûå íåëèíåéíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è âíóòðåííèìè ïîòðåáíîñòßìè ðàçâè-
òèß òåîðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ äðóãîé. Íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè
òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé íåëèíåéíîñòßìè áûëà îòìå÷åíà
åùå â 1967 ã. â ñîâìåñòíîé ìîíîãðàôèè2 Î.À. Ëàäûæåíñêîé, Â.À. Ñîëîííèêîâà è Í.Í. Óðàëü-
öåâîé. Èíòåíñèâíîå èçó÷åíèå òàêèõ çàäà÷ íà÷àëîñü â 70-ûå ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèß. Âàæíûå
ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíû-
ìè íåëèíåéíîñòßìè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.Â. Ïîêðîâñêîãî, K.-C.
Chang, C.A. Stuart è J.F. Toland, Â.Í. Ïàâëåíêî è äðóãèõ àâòîðîâ, ïðè ýòîì èññëåäîâàëñß òàê
íàçûâàåìûé íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàß çàäà÷à (0.2)(0.3) èìååò ðåøåíèå
ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè h ∈ Lq(Ω). Â 70-ûå æå ãîäû ïîßâèëèñü ïåðâûå ðàáîòû, ïîñâßùåííûå
èçó÷åíèþ çàäà÷è (0.2)(0.3) ñ íåïðåðûâíîé ïî ξ íåëèíåéíîñòüþ â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì
ïîä ðåçîíàíñîì ïîíèìàëàñü ñèòóàöèß, êîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
|ξ|→∞
f(x, ξ)/ξ, êîòîðûé ïî÷òè
âñþäó íà Ω ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λk îïåðàòîðà A ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
(0.3).
Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ðåçîíàíñíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà íà÷àëîñü ñ
îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòû3 Å. Ëàíäåñìàíà è À. Ëàçåðà â 1970 ã. Â ýòîé ðàáîòå äëß ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (0.2)(0.3) íà ôóíêöèè f è h âïåðâûå áûëî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå âïîñëåäñòâèè
ñòàëè íàçûâàòü óñëîâèåì ËàíäåñìàíàËàçåðà. Â äàëüíåéøåì ïîßâèëîñü áîëüøîå ÷èñëî ñòàòåé
î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ðåçîíàíñíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, â êîòîðûõ àâòîðû íà-
êëàäûâàëè íà íåëèíåéíîñòü è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß íåðàâåíñòâà òèïà ËàíäåñìàíàËàçåðà
èëè óñëîâèß èõ îáîáùàþùèå. Óêàæåì, íàïðèìåð, íà ðàáîòû P. Rabinowitz, A. Ambrosetti, G.
Mancini, H. Berestycki è D.G. de Figueiredo äëß óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûìè èëè ãëàäêèìè íåëè-
íåéíîñòßìè, è íà ðàáîòû P.J. McKenna, N. Basile, M. Mininni, I. Massabo, K.C. Chang, Â.Í.
Ïàâëåíêî è Â.Â. Âèíîêóðà äëß óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè. Ñôîðìóëèðóåì óñëî-
âèß òèïà ËàíäåñìàíàËàçåðà, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåëèíåéíîñòü f â óðàâíåíèè (0.2) çàäàåòñß




g(x, ξ), g−(x) = lim
ξ→−∞
g(x, ξ).
2Ëàäûæåíñêàß Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëüöåâà Í.Í. Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèß ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî òèïà  Ì.: Íàóêà, 1967.  736ñ.
3Landesman E., Lazer A. Nonlinear perturbations of linear elliptic boundary value problems at resonance // J.Math.
and Mech.  1970.  V.19, N3.  P.609-623.
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ãäå ϕ  ïðîèçâîëüíàß ïîëîæèòåëüíàß ñîáñòâåííàß ôóíêöèß, ñîîòâåòñòâóþùàß λ1.
Èçó÷åíèþ íåêîýðöèòèâíûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ íåïðåðûâíûìè è ìíîãîçíà÷íûìè
íåëèíåéíîñòßìè òàêæå ïîñâßùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò. Óêàæåì íà ñòàòüþ S. Adly, D.
Goeleven è M. Thera4, ãäå ïðèâîäèòñß äîñòàòî÷íî ïîëíàß áèáëèîãðàôèß ïî ýòîé òåìàòèêå. Â ýòîé
æå ðàáîòå ïîëó÷åíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß äëß íåêîýðöèòèâíûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â
îïåðàòîðíîì âèäå, êîòîðûå çàòåì ïðèìåíßþòñß äëß èññëåäîâàíèß ðàçðåøèìîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé è âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ íåïðåðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå
(óñòàíàâëèâàþòñß ðåçóëüòàòû òèïà ËàíäåñìàíàËàçåðà).
Çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò ðåçîíàíñíûå êðàåâûå çàäà÷è è âàðèàöèîííûå íåðàâåí-
ñòâà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, äëß êîòîðûõ íå âûïîëíßþòñß íè óñëîâèß ËàíäåñìàíàËàçåðà, íè
èõ èçâåñòíûå îáîáùåíèß. Èññëåäîâàíèþ çàäà÷è (0.2)(0.3) â ýòîì ñëó÷àå ïîñâßùåíû, íàïðèìåð,
ðàáîòû D. G. de Figueiredo è W. M. Ni5, R. Iannacci, M.N. Nkashama è J.R. Ward6 , J.-P. Gossez
è P. Omari7 è äðóãèõ àâòîðîâ. Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ îòíîñèòåëüíî íåëèíåéíîñòè f(x, ξ) â
çàäà÷å (0.2)(0.3) ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî f(x, ξ) = λ1ξ − g(x, ξ), ãäå g  êàðàòåîäîðèåâà ôóíêöèß
(ò.å. g(x, ξ) èçìåðèìà íà Ω ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ξ ∈ R è íåïðåðûâíà ïî ξ ïðè ïî÷òè âñåõ
x ∈ Ω), óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèþ (g3). Óñëîâèß ËàíäåñìàíàËàçåðà çàìåíßþòñß â íèõ ñëåäó-
þùèìè îãðàíè÷åíèßìè:
1. ëèáî
g(x, ξ) · ξ ≤ 0 ∀ ξ ∈ R è ï.â. x ∈ Ω, (0.7)
ëèáî
g(x, ξ) · ξ ≥ 0 ∀ ξ ∈ R è ï.â. x ∈ Ω; (0.8)
2. ôóíêöèß h óäîâëåòâîðßåò "óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè":∫
Ω
hϕdx = 0, (0.9)
äëß ïðîèçâîëüíîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ϕ(x) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà A ñ ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì (0.3), ñîîòâåòñòâóþùåé λ1. Ïðîáëåìà æå ñóùåñòâîâàíèß ñèëüíûõ è ïîëóïðàâèëüíûõ
ðåøåíèé ðåçîíàíñíîé çàäà÷è (0.2)(0.3) è âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (0.4) â ñèòóàöèè, êîãäà
óñëîâèß òèïà ËàíäåñìàíàËàçåðà è èõ îáîáùåíèß íå âûïîëíßþòñß, à íåëèíåéíîñòü ðàçðûâíà
ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé ìàëî èçó÷åíà. Â ñâßçè ñ ýòèì ïîëó÷åíèå íîâûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
òàêèõ çàäà÷ ßâëßåòñß àêòóàëüíûì.
Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷åíèå íîâûõ òåîðåì ñóùåñòâîâàíèß äëß ðåçîíàíñíûõ êðàåâûõ çàäà÷
è âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè â ñèòóàöèè,
êîãäà íå âûïîëíßþòñß íè óñëîâèß ËàíäåñìàíàËàçåðà, íè èõ èçâåñòíûå îáîáùåíèß.
4Adly S., Goeleven D. and Thera M. Recession mappings and noncoercive variational inequalities // Nonlinear
Anal.1996.V. 26, N9.P.15731603.
5D.G. de Figueiredo, W.N. Ni. Perturbations of second order linear elliptic problems by nonlinearities without
Landesman-Lazer condition // Nonlinear Anal. TMA 1979V.3.P. 629-634.
6Iannacci R., Nkashama M.N., Ward J.R. Nonlinear second order elliptic partial diﬀerential equations at resonance
// Trans. Am. Math. Soc.1989v.311,N2P.711726.
7Gossez J.-P., Omari P. Non-ordered lower and upper solutions in semilinear elliptic problems // Comm. P.D.E. -
1994.  v.19, N 7-8.  P. 1163-1184.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè ê ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó çàäà÷ ïðèìåíßåòñß òåî-
ðèß òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëß ìíîãîçíà÷íûõ êîìïàêòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è âàðèàöèîííûé
ìåòîä; èñïîëüçóþòñß ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèè
ôóíêöèé è íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß ñèëüíûõ è ïîëóïðà-
âèëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (0.2)(0.3) è ñèëüíûõ ðåøåíèé âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (0.4) ñ
ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå.
Ïî ñðàâíåíèþ ñ áëèçêèìè ðàáîòàìè Â.Í. Ïàâëåíêî è Â.Â. Âèíîêóðà8,9 äëß ðåçîíàíñíîé çà-
äà÷è (0.2)(0.3) ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ â äèññåðòàöèè íå ïðåäïîëàãàåòñß âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâ ËàíäåñìàíàËàçåðà è óñëîâèé, îáîáùàþùèõ èõ. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè
òåîðåìû óñèëèâàþò óêàçàííûå ðåçóëüòàòû D. G. de Figueiredo è W. M. Ni, R. Iannacci, M.N.
Nkashama è J.R. Ward, J.-P. Gossez è P. Omari â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâà ËàíäåñìàíàËàçåðà
è èõ îáîáùåíèß íå âûïîëíßþòñß, ïî òðåì íàïðàâëåíèßì :
1. íåïðåðûâíîñòü íåëèíåéíîñòè g ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé íå ïðåäïîëàãàåòñß;
2. íå òðåáóåòñß âûïîëíåíèß "óñëîâèß îðòîãîíàëüíîñòè"(0.9);
3. íåëèíåéíîñòü g(x, ξ) íå îáßçàíà ìåíßòü çíàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ξ = 0 ïðè ï.â. x ∈ Ω,
êàê ýòî òðåáóåòñß â óñëîâèßõ (0.7) è (0.8).
Òàêèì îáðàçîì, äàæå äëß ñëó÷àß íåïðåðûâíîé ïî ξ íåëèíåéíîñòè äîêàçàííûå â äèññåðòàöèè
òåîðåìû ßâëßþòñß íîâûìè.
Äëß âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (0.4) â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàáîòàìè äðó-
ãèõ àâòîðîâ íå ïðåäïîëàãàåòñß íåïðåðûâíîñòü íåëèíåéíîñòè ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé, à òàêæå
âûïîëíåíèß íåðàâåíñòâ òèïà ËàíäåñìàíàËàçåðà.
Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èìåþò òåîðå-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëß èññëåäîâàíèß èçâåñòíûõ
è íîâûõ êëàññîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ðåçîíàíñíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè.
Àïðîáàöèß ðàáîòû.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà XXII Êîíôåðåíöèè ìîëîäûõ ó÷åíûõ
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â Ìîñêâå (2000 ã.), íà ëåòíèõ íàó÷íûõ øêîëàõ èì. Ñ.Á. Ñòå÷êèíà
â Ìèàññå (2000, 2001, 2003 è 2004 ãã.), íà VII êîíôåðåíöèè, ïîñâßùåííîé ïàìßòè àêàäåìèêà
À.Í. Òèõîíîâà â ñâßçè ñ 95-ëåòèåì ñî äíß ðîæäåíèß â Ìîñêâå (2001 ã.), íà XXIV Êîíôåðåíöèè
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â Ìîñê-
âå (2001 ã.), íà Âñåðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ â Åêàòåðèíáóðãå(2001 ã. è 2004 ã.), íà
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Nonlinear partial diﬀerential equations"â Àëóøòå (2003 ã.), íà XII
Ñàðàòîâñêîé çèìíåé øêîëå (2004 ã.), íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ×åëßáèíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1][14], ñïèñîê
êîòîðûõ ïðèâîäèòñß â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Â.Í.
Ïàâëåíêî ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷, äèññåðòàíòó  äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòå-
ðàòóðû. Ðàáîòà ñîäåðæèò 118 ñòðàíèö, âêëþ÷àß áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê èç 88 íàèìåíîâàíèé.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îáîñíîâàíèå åå àêòóàëüíîñòè, ñäåëàí êðàòêèé
îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâòîðàìè â äàííîé îáëàñòè. Èçëàãàþòñß îñíîâíûå ðå-
çóëüòàòû äèññåðòàöèè è ïðèâîäèòñß ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èõ íîâèçíû.
8Ïàâëåíêî Â.Í., Âèíîêóð Â.Â. Ðåçîíàíñíûå êðàåâûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíû-
ìè íåëèíåéíîñòßìè // Èçâåñòèß âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.  2001.  N 5.  Ñ. 43-58.
9Ïàâëåíêî Â.Í., Âèíîêóð Â.Â. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß äëß óðàâíåíèé ñ íåêîýðöèòèâíûìè ðàçðûâíûìè îïå-
ðàòîðàìè // Óêð. ìàòåì. æóðí.  2002.  ò. 54.  N 3.  Ñ. 349-363.
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Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäßòñß íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß èç òåîðèè òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè äëß
ìíîãîçíà÷íûõ êîìïàêòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, î âàðèàöèîííîì ìåòîäå äëß óðàâíåíèé ñ ðàçðûâ-
íûìè îïåðàòîðàìè, íàïîìèíàþòñß ïîíßòèå ñåêâåíöèàëüíîãî çàìûêàíèß äëß ëîêàëüíî îãðàíè-
÷åííîãî îïåðàòîðà è îïðåäåëåíèß ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, âñòðå÷àþùèõñß â ðàáîòå.
Âòîðàß ãëàâà ñîäåðæèò øåñòü ïàðàãðàôîâ.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäßòñß âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, â òîì ÷èñëå, î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé
çàäà÷è
Au(x)− λ1u(x) + p+(x)u+(x)− p−(x)u−(x) = 0, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0,
ãäå p± ôóíêöèè èç Lq(Ω), óäîâëåòâîðßþùèå îïðåäåëåííûì îãðàíè÷åíèßì íà ðîñò, à u+(x) =
max{u(x), 0}, u−(x) = max{−u(x), 0}. Äàííûå ëåììû èñïîëüçóþòñß çàòåì â ïßòîì ïàðàãðàôå
ýòîé ãëàâû ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è (0.2)(0.3) ñ ðàç-
ðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ, ââîäßòñß îñíîâíûå îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷åíèß.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðßò, ÷òî íåëèíåéíîñòü g : Ω × R → R â óðàâíåíèè (0.2) óäîâëåòâîðßåò
ñèëüíîìó (A)óñëîâèþ (ñèëüíîìó (A1)óñëîâèþ), åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåé-
ñòâî ïîâåðõíîñòåé {Si, i ∈ I}, Si = {(x, ξ) ∈ Ω × R | ξ = ψi(x)}, ψi ∈W21,loc(Ω) òàêèõ, ÷òî äëß
ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω íåðàâåíñòâî g+(x, ξ) 6= g−(x, ξ) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå i ∈ I, äëß êîòîðîãî òî÷êà
(x, ξ) ∈ Si è (
Lψi(x) + g−(x, ψi(x))− h(x)
)(






Lψi(x) + g−(x, ψi(x))− h(x)
)(
Lψi(x) + g+(x, ψi(x))− h(x)
)
> 0,
ëèáî Lψi(x) + g(x, ψi(x)) = h(x) ñîîòâåòñòâåííî
)
.
Çäåñü Lu = Au− λ1u, g−(x, ξ) = lim inf
η→ξ
g(x, η), g+(x, ξ) = lim sup
η→ξ
g(x, η).
Îáîçíà÷èì Ω1 = Ω1(r1) = {x ∈ Ω | d(x, ∂Ω) < r1}, à Ω2 = (Ω \ Ω1), ãäå r1  íåêîòîðîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à d(x, ∂Ω) ðàññòîßíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû ∂Ω â Rm.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëß íåëèíåéíîñòè g è ôóíêöèè h â óðàâíåíèè (0.2)



















































ãäå ϕ(x)  ïðîèçâîëüíàß ïîëîæèòåëüíàß ñîáñòâåííàß ôóíêöèß äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
A ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì u|∂Ω = 0, ñîîòâåòñòâóþùàß λ1.
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Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (0.2)(0.3) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u ∈
W2q(Ω)∩
◦
W1q (Ω), óäîâëåòâîðßþùóþ äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω âêëþ÷åíèþ
−Au(x) + λ1u(x) + h(x) ∈ [g−(x, u(x)), g+(x, u(x))].
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñß òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß äëß ðåçîíàíñíîé çàäà÷è (0.2)
(0.3) ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ. Ïåðâàß òåîðåìà îõâàòûâàåò ñëó÷àé ðåçîíàíñà ñëåâà îò λ1:
Òåîðåìà 2.3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî




ξ ≥ 0 ï. â. íà Ω;
3. äëß ôóíêöèé g è h ∈ Lq(Ω) (q > m) âûïîëíåíî óñëîâèå (gh1).
Òîãäà çàäà÷à (0.2)(0.3) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ßâëßåòñß ñèëüíûì (ïîëóïðà-
âèëüíûì), åñëè äîïîëíèòåëüíî äëß óðàâíåíèß (0.2) âûïîëíåíî ñèëüíîå (A1)óñëîâèå ( ñèëüíîå
(A)óñëîâèå).
Îñòàëüíûå äâå òåîðåìû è ñëåäñòâèå îòíîñßòñß ê ñëó÷àþ ðåçîíàíñà ñïðàâà îò λ1. Ïðèâåäåì
ôîðìóëèðîâêó îäíîãî èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ.
Òåîðåìà 2.3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî




ξ ≤ 0 ï. â. íà Ω;
2. (íåðåçîíàíñíîå óñëîâèå äëß λ2) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Γ± ∈ Lq(Ω) (q > m) òàêèå, ÷òî äëß
ï. â. x ∈ Ω èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà 0 ≤ Γ±(x) ≤ α = λ2−λ1, lim inf
ξ→±∞
g(x,ξ)





(α− Γ−(x))w2(x)dx > 0,
ãäå w(x)  ïðîèçâîëüíàß ñîáñòâåííàß ôóíêöèß îïåðàòîðà A ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (0.3),
ñîîòâåòñòâóþùàß âòîðîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2.
3. äëß ôóíêöèé g è h ∈ Lq(Ω) (q > m) âûïîëíåíî óñëîâèå (gh2).
Òîãäà çàäà÷à (0.2)(0.3) èìååò îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå ßâëßåòñß ñèëüíûì (ïîëóïðà-
âèëüíûì), åñëè äîïîëíèòåëüíî äëß óðàâíåíèß (0.2) âûïîëíåíî ñèëüíîå (A1)óñëîâèå ( ñèëüíîå
(A)óñëîâèå).
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñß îïåðàòîðíàß ïîñòàíîâêà çàäà÷è (0.2)(0.3).
Äëß ýòîãî ðàññìàòðèâàåòñß E  áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç C1(Ω), ðàâíûõ íóëþ íà ∂Ω,
ôèêñèðóåòñß ν  ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî λ1+ ν íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó
îïåðàòîðà A ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (0.3) è ñòðîèòñß âñïîìîãàòåëüíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
φν , íåïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðîãî ßâëßþòñß îáîáùåííûìè ðåøåíèßìè çàäà÷è (0.2)(0.3). Äàëåå,
èñïîëüçóß ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêîé ñòåïåíè ìíîãîçíà÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ïîêàçûâàåòñß, ÷òî
äëß äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèß îáîáùåííîãî ðåøåíèß çàäà÷è (0.2)(0.3) äîñòàòî÷íî óñòàíî-
âèòü ðàâíîìåðíóþ ïî t ∈ [0, 1] îãðàíè÷åííîñòü â E ðåøåíèé âêëþ÷åíèé
−Au(x) + λ1u(x) + (1− t)νu(x) + th(x) ∈ t[g−(x, u(x)), g+(x, u(x))] (0.10)
äëß ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω. Êðîìå òîãî, â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ïîêàçûâàåòñß, ÷òî ïðè âûïîëíå-
íèè ñèëüíîãî (A1)óñëîâèß ëþáîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.2)(0.3) ßâëßåòñß ñèëüíûì
ðåøåíèåì, à ïðè âûïîëíåíèè ñèëüíîãî (A)óñëîâèß  ïîëóïðàâèëüíûì.
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Ïßòûé ïàðàãðàô ïîñâßùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 2.3.1  2.3.3. Äîêàçàòåëüñòâà ïðîâîäßò-
ñß ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëàãàß íàëè÷èå íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé
ñåìåéñòâà âêëþ÷åíèé (0.10), ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèßìè òåîðåì.
Â øåñòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäßòñß ïðèìåðû ðåçîíàíñíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ñ ðàç-
ðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè, èëëþñòðèðóþùèå îòëè÷èß ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ âî âòîðîé ãëàâå
äèññåðòàöèè, îò ðåçóëüòàòîâ òèïà ËàíäåñìàíàËàçåðà è îò óïîìßíóòûõ ðàáîò D. G. de Figueiredo
è W. M. Ni, R. Iannacci, M.N. Nkashama è J.R. Ward, J.-P. Gossez è P. Omari.
Òðåòüß ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâßùåíà ðåçîíàíñíûì ýëëèïòè÷åñêèì âàðèàöèîííûì íåðà-
âåíñòâàì ñ ðàçðûâíûìè íåëèíåéíîñòßìè. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñß ñëåäóþùèé ïîäõîä ê äî-
êàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèß ñèëüíîãî ðåøåíèß (0.4): èñõîäíîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (0.4)
çàìåíßåòñß ðåçîíàíñíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷åé ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ, êàæäîå
ñèëüíîå ðåøåíèå êîòîðîé ßâëßåòñß ðåøåíèåì (0.4). Òàêàß ñõåìà ñâåäåíèß âàðèàöèîííîãî íåðà-
âåíñòâà ê êðàåâîé çàäà÷å âïåðâûå áûëà ïðèìåíåíà K.-C. Chang10 äëß êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ñ
ïðåïßòñòâèåì. Îòìåòèì, ÷òî äëß ïîëó÷åííîé ïðè òàêîì ïåðåõîäå ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çà-
äà÷è èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ ñëåâà îò λ1 è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ðàçðåøèìîñòü ìîæíî óñòàíîâèòü
ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.3.1. Èìåííî òàêèì ñïîñîáîì äîêàçûâàþòñß ïåðâûå äâå òåîðåìû äàííîé
ãëàâû (òåîðåìû 3.1.1 è 3.1.2) î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíîãî ðåøåíèß âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà
(0.4). Îäíàêî, íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ê ïîëó÷åííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷å ìåòî-
äà ðåãóëßðèçàöèè â ñî÷åòàíèè ñ âàðèàöèîííûì ïîäõîäîì ïîçâîëßåò óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå
ñèëüíîãî ðåøåíèß äàííîé çàäà÷è ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèßõ. Òàêîé ñïîñîá ïðèìåíßåòñß
ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1.3.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñß ïîñòàíîâêà çàäà÷è (0.4) è ôîðìóëèðóþòñß 3 òåîðåìû î ñó-
ùåñòâîâàíèè åå ðåøåíèß, ââîäßòñß îñíîâíûå îïðåäåëåíèß è îáîçíà÷åíèß.
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðßò, ÷òî íåëèíåéíîñòü p : D → R ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàòîðó Lu =
Au−λ1u óäîâëåòâîðßåò ñèëüíîìó (A1)óñëîâèþ, åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî
ïîâåðõíîñòåé {Si, i ∈ I}, Si = {(x, ξ) ∈ D | ξ = ψi(x)}, ψi ∈W21,loc(Ω) òàêèõ, ÷òî äëß ïî÷òè âñåõ
x ∈ Ω íåðàâåíñòâî p+(x, ξ) 6= p−(x, ξ) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå i ∈ I, äëß êîòîðîãî òî÷êà (x, ξ) ∈ Si
è ëèáî (
Lψi(x) + p−(x, ψi(x))
)(
Lψi(x) + p+(x, ψi(x))
)
> 0,
ëèáî Lψi(x) + p(x, ψi(x)) = 0.
Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, Ω1 = Ω1(r1) = {x ∈ Ω | d(x, ∂Ω) < r1}, à Ω2 = (Ω \ Ω1), ãäå r1 
íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à d(x, ∂Ω) ðàññòîßíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû ∂Ω â Rm.
ÏóñòüM1 = sup
Ω
|ψ(x)|, ãäå ψ  ôóíêöèß, ôèãóðèðóþùàß â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâàK (ñì. ñòð.
2). Çàìåòèì, ÷òî òàêàß êîíñòàíòà M1 ñóùåñòâóåò, òàê êàê ψ ∈ C2(Ω). Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó
íàèáîëåå èíòåðåñíîãî èç ïîëó÷åííûõ â òðåòüåé ãëàâå ðåçóëüòàòîâ.
Òåîðåìà 3.1.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1. âûïîëíåíû óñëîâèß (p1)(p3);
2. íåëèíåéíîñòü p(x, ξ) ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàòîðó
Lu = Au− λ1u óäîâëåòâîðßåò ñèëüíîìó (A1) óñëîâèþ;
3. ñóùåñòâóþò ÷èñëà r1 > 0 è r2 ≥M1 òàêèå, ÷òî
(a) ψ(x) ≤ 0 äëß ëþáîãî x ∈ Ω1;












p(x, ξ)ϕ(x)dx ≥ 0, (0.11)
ãäå ϕ(x) ïðîèçâîëüíàß ïîëîæèòåëüíàß â Ω ñîáñòâåííàß ôóíêöèß îïåðàòîðà A ñ
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (0.3), ñîîòâåòñòâóþùàß λ1.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøåíèå u âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (0.4), ïðè÷åì u ∈W2q(Ω).
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó (0.4) ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷à
Au+G(x, u) = 0, x ∈ Ω (0.12)




min{−Aψ(x), p(x, ψ(x))− λ1ψ(x)}, ïðè ξ ≤ ψ(x),
p(x, ξ)− λ1ξ, ïðè ξ > ψ(x)
è äîêàçûâàþòñß âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû, â òîì ÷èñëå î òîì, ÷òî ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (0.12)
(0.13) ßâëßåòñß ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà.
Â òðåòüåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3.1.1 è 3.1.2, êîòîðûå çàêëþ÷àþòñß
â ïðîâåðêå âûïîëíåíèß óñëîâèé òåîðåìû 2.3.1 äëß ðåçîíàíñíîé êðàåâîé çàäà÷è (0.12)(0.13).
×åòâåðòûé ïàðàãðàô ïîñâßùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1.3. Çäåñü ñ ïîìîùüþ íåïîñðåä-
ñòâåííîãî ïðèìåíåíèß ìåòîäà ðåãóëßðèçàöèè è âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà óñòàíàâëèâàåòñß, ÷òî
çàäà÷à (0.12)(0.13) ïðè íàëîæåííûõ â òåîðåìå 3.1.3 îãðàíè÷åíèßõ èìååò ñèëüíîå ðåøåíèå.
Â ïßòîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñß ïðèìåð ðåçîíàíñíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ýëëèïòè-
÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíîé íåëèíåéíîñòüþ, äëß êîòîðîãî íå âûïîëíßåòñß óñëîâèå Ëàíäåñìàíà
Ëàçåðà, íî âåðíû âñå óñëîâèß òåîðåìû 3.1.3.
Â çàêëþ÷åíèå, àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ,
ïðîôåññîðó Â.Í. Ïàâëåíêî, çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîìîùü â ðàáîòå.
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